Egenvaerdier og egenvektorer

Definition
Lad A vare en n x n matrix. En vektor v € R", v # 0, kaldes en
egenvektor for A, hvis der findes en skalar \ sdledes

Av = Av ().

Skalaren A kaldes en tilhgrende egenveerdi. Egenvektorer og
egenveerdier defineres helt analogt for en linezer operator.

Matrixligningen () har en ikke-triviel Igsning netop nar
A— A,

er ikke-invertibel. Egenvaerdierne for A kan derfor findes ved at
Igse den:

Karakteristiske ligning

(K) det(A —tl,) =0,

hvor venstresiden kan vises at vare et polynomium af grad n
(polynomium i t).
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Egenrum

Givet en egenvaerdi A for matricen A, sa finder man de tilhgrende
egenvektorer ved at Igse den homogene matrixligning

(A= Ap)x = 0.

Egenrum for \: Definition

Lad A veere en egenvaerdi for n x n-matricen A. Underrummet
Null(A— MA,) CR"

kaldes egenrummet hgrende til egenvaerdien A. Egenrummet
bestar af samtlige egenvektorer hgrende til egenvaerdien A, samt
vektoren 0.

Bemazerk: vi ved kun, at dim(Null(A — Al,)) > 1. Dimensionen
kan meget vel vaere > 1. Normalt finder man en basis af
egenvektorer for egenrummet Null(A — Al,) hgrende til
egenvardien \.
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Mere om egenrummet

Lad A veere en n x n-matrix med egenvaerdi A. S3 geelder
1 < dimNull(A = Alp) < my,

hvor my er multipliciteten af X\ som rod i den karakteristiske
ligning [dvs. (t — \)™ indgér som "optimal” faktor i den
karakteristiske ligning].

Procedure: Givet en n X n matrix A

o Find A's egenvaerdier A;,..., A, ved at Igse (finde rgdder i)
den karakteristiske ligning

det(A — tl,) = 0.

@ For hver egenvardi A;, find en basis af egenvektorer for
egenrummet

Null(A — Ail,).
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Eksempler

Eksempel |

Find egenvaerdierne og de tilhgrende egenvektorer for

1 2
A_[2 iz}.
Karakteristisk ligning:

-t 2 ], 2
O—det[ ) 72744 +t—6.ét—{_3.

Egenvektor for egenvaerdien A = 2: Vi lgser

PR o Ly |

Egenvektor for egenvaerdien A = —3: Vi Igser

R S R
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Eksempler

Eksempel Il

Egenvaerdierne for en gvre (eller nedre) trekantmatrix U = [uy] er
netop diagonal elementerne ui1, uso, ..., upy. Felger fra:

ujp — t *

0 U —t *

0 0 wupp—t
= (U11 = t)(LI22—t)"'(Unn— t).

det(U — tl,) = det
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