
Ortogonal projektion

Ortogonalt komplement

Det ortogonale komplement til en delmængde S ⊂ Rn er givet ved
underrummet

S⊥ = {v ∈ Rn|v · u = 0 for alle u ∈ S}.

Ortogonal opsplitning

Lad W være et underrum af Rn. Ethvert x ∈ Rn har en entydig
opskrivning

x = w + z,
hvor w ∈ W og z ∈ W⊥. Hvis {v1, v2, . . . , vk} er en ortonormal
basis for W , s̊a gælder

w = (x · v1)v1 + (x · v2)v2 + · · · + (x · vk)vk .

Ortogonal projektion

Lad W være et underrum af Rn. Den ortogonale projektion UW p̊a
W er givet ved, for x ∈ Rn,

UW (x) = w, hvor x = w + z, w ∈ W ; z ∈ W⊥.
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Gram-Schmidt: nyt perspektiv

Procedure

Lad {u1,u2, . . . ,uk} være en basis for underrummet V af Rn.
Definer nu induktivt et nyt system O = {v1, v2, . . . , vk} som
følger:

v1 = u1

Sæt W1 = span{v1}.

v2 = u2 −
u2 · v1

�v1�2 v1 = u2 − UW1(u2) ∈ W
⊥
1

Sæt W2 = span{v1, v2}

v3 = u3 −
u3 · v1

�v1�2 v1 −
u3 · v2

�v2�2 v2 = u3 − UW2(u3) ∈ W
⊥
2

...
Sæt Wk−1 = span{v1, v2, . . . , vk−1}

vk = uk −
uk · v1

�v1�2 v1 −
uk · v2

�v2�2 v2 − · · ·− uk · vk−1

�vk−1�2 vk−1

= uk − UWk−1(uk) ∈ W
⊥
k−1.

Det nye system O udgør en ortogonal basis for V .
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Projektionsmatricen

Standardmatricen for UW

Lad søjlerne i n × k-matricen C udgøre en basis for underrummet

W af Rn. S̊a er standardmatricen for den ortogonale projektion p̊a

W givet ved n × n-matricen:

PW = C (CTC )
−1CT .

Ortonormal basis for W

Betragt en ortonormal basis {v1, v2, . . . , vk} for underrummet W
af Rn. Lad C = [v1 v2 · · · vk ]. Bemærk først, at

CTC = Ik , da vi · vj =

�
0, i �= j

1, i = j .

Men s̊a gælder, at PW = CCT . Bemærk nu, at (som forventet)

PW x = CCTx = (x · v1)v1 + (x · v2)v2 + · · · + (x · vk)vk , x ∈ Rn.
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