Note til calculus

Partielle afledede og retningsafledede

1 Partielle afledede, definitioner og notationer

Bertragt en funktion af to reelle variable f : D — R, hvor D C R? er et abent omrade.
Med benyttelse af tilveekstfunktionen Af(h, k) = f(xo + h,yo + k) — f(x0,yo) definerer
vi de partielle afledede i punktet (xg,y0) € D ved

. Af(h,0
olao,yo) = tim 210
h—0
og
A0, k)
fy(x07y0) = 11;1_)1% Ta

nar disse graenseveerdier eksisterer.

Afledede funktioner f,(z,y) og fy(x,y) fremkommer, nar f, og f, er veldefinerede i alle
punkter i et omrade. I sa fald er disse funktioner selv funktioner af to reelle variable,
som hver giver anledning til to partielle afledede. Disse bensevnes froo(z,y) 0g faoy(x,y)
samt fy.(x,y) og fyy(z,y). De to funktioner f,, og fy, kaldes rene afledede, og de to
andre f;y, og fy: kaldes blandede afledede. Tilsammen kaldes de for partielle afledede af
anden orden.

Partielle afledede af forste orden noteres pa flere forskellige mader. Her er et udvalg:

0 B,
Jo(x,y) = 78£ (z,y) = D1f(x,y), kort form a—i,

0 0
fy(z,y) = 8;; (z,y) = Daf(x,y), kort form 8‘;;

Den mest udbredte notation er de korte former % og %57 hvor punktet (z,y) er under-

forstaet. Bemeaerk, at %, subsidigert %v er ét samlet symbol. Tegnet O kaldes et blgdt d
i modsaetning til et hardt d i %.

Notationen fi(x,y) og fa(z,y) benyttes ogsa, men kan vaere problematisk, da fi, fa,. ..
ofte benyttes til at nummerere funktioner.

De partielle afledede af anden orden noteres

82f an
fx:c(xvy) = w(l‘ay) = Dllf($)y)a kort form @,
82f a2f

Jay(@,y) = Dyoz (v,y) = D1af(x,y), kort form By0%

D % kan ogsa skrives som %ﬁf(f“”“), den sakaldte differenskvotient; analogt w.
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82f 82f

fy:r(m»y) - axay(aj>y) - DQlf(xvy)7 kort form m,
82f 82]('
fyy(z,y) = aTﬂ(:r,y) = Do f(x,y), kort form 87(7;2

Definition og notation af partielle afledede kan uden problemer udvides til at geelde for
funktioner af flere reelle variable, dvs.

Af(0,...,0,h,0,...,0)
1
h;—0 h’L

f$i(‘rl7$27' . .,JIn) =

nar greenseveerdierne eksisterer. Andre notationer er

0
o) = 52 @) = Dif@) (= fite))
hvor ¢ = (z1, z9,...,x,). Kort form %.

Anden ordens afledede fglger umiddelbart som

rr o

, i, =1,2,...,n, i%j.
ax’? 8%’183')]’ ?] = 2y #]

Ud fra de anden ordens afledede kan vi definere tredie ordens afledede, nar de pagaeldende
greenseveerdier eksisterer. Processen kan fortsasttes. Eksempel pa notation af en femte

ordens blandet afledet af f(x,y): %afyg.

2 Satninger om blandede afledede

Vi betragter f : D — R, hvor D C R? er et &bent omrade. Under visse omstaendigheder
vil der geelde, at de blandede afledede f,, og fy. er identiske.

Setning 1. Lad f have kontinuerte partielle afledede af forste orden i en omegn af
(x0,y0) € D. Hvis de blandede anden ordens partielle afledede eksisterer i omegnen af
(x0,Y0) og desuden er kontinuerte i punktet (xg,0), sa er fuy(xo0,%0) = fyz(Z0,%0)-

Ya

($07y0+k) ($0+ha yO"’k

(20, Yo) (o + 7, 90)

Figur 1: Omegn om (z9, o)



Note til calculus

Bevis. Betragt en omegn om (g, yo), se figur, og definer hjelpefunktionen E(h, k) ved

E(h,k) = f(xo + h,yo + k) — f(xo + h,y0) — f(zo,y0 + k) + f(x0,0)-

Saet
’LL(.I‘) = f(xvyo + k) - f(xvy[))y

og bemseerk, at
E(h,k) = u(zo + h) — u(xo).

Anvendelse af middelvaerdiseetningen pa u(z) i intervallet mellem g og zg + h giver
w(@o + h) — u(wo) = hu'(&1),
hvor &; ligger mellem zy og zo + h. Udtrykket er ensbetydende med

BE(h, k) = h(fs(&,90 + k) — f2(&1,90))-

Seet
U(y) = fm(é-l, y)a

og bemseerk, at
E(h, k) = h(v(yo + k) — v(yo))-

Middelveerdisaetningen anvendt pa v(y) i intervallet mellem yo og yo + k giver
v(yo + k) — v(yo) = kv'(m),

hvor n; ligger mellem yg og yo + k. Heraf folger, at

E(h, k) = hk fzy(&1,m).-

Idet (&1,m1) — (xo,y0) for (h,k) — (0,0), og fay er kontinuert i (zg,yo), far vi ved
division med hk og graenseovergang, at

h, k
E(h]; ) = f:cy(x()uy())'

lim
(h,k)—(0,0)
Analogt kan vi i E(h, k) anvende middelvaerdissetningen pa

og dernaest pa
Z(‘T) = fy(377772)7

hvilket forer til
E(h, k) = hkfym(§27 7]2)7

hvor & ligger mellem xg og xg + h, og 12 ligger mellem yg og yo + k. Division med hk
0g greenseovergang giver

_ E(hk)
1 = fyz(x0,Y0).
im0 bk fya (70, y0)
Hermed har vi bevist, at
fay(@o,90) = fya (0, Y0)- O
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En variant af ssetningen med lidt andre forudssetninger lyder:

Saetning 2. Lad f have kontinuerte partielle afledede af forste orden i en omegn af
(z0,y0). Hvis én af de blandede partielle afledede af anden orden eksisterer i omegnen af
(x0,90) og desuden er kontinuert i punktet (xg,yo), da vil den anden blandede partielle
afledede af anden orden ogsa eksistere i (zg, yo) og veere identisk med den forste.

Bevis. Antag, at fy,(x,y) eksisterer i en omegn af (zg,y0) og er kontinuert i (xo, yo).
Heraf fglger, jf. beviset for den foregaende satning, at

E(h, k) = hk fz(&2,m2)-
Efter division med hk og to pa hinanden fglgende greenseovergange far vi

... FE(hk)
lim lim
kl—>0 h1—>0 hk

= fya (20, Y0)-
Ogsa fra beviset for den foregaende satning har vi
E(h7 k) = h(f:c(fl;yo + k) - fz(gby()))v

hvor & ligger mellem xy og xg + h. Kontinuiteten af f, medfgrer, at

lim E(h, k)
h—0 h

= f:z:(anyO + k) - fx(x()vyﬂ) = Afx(ovk)

Division med k og fornyet graenseovergang giver
E(h,k) . Af.(0, k)

lim lim = lim ————~2.
k—0h—0 hk k—0

Da graensevaerdien pa venstre side eksisterer, ma ogsa graensevaerdien pa hgjre side ek-
sistere, og idet

. Af(0,k)
]}}3(1) — % Sy (20, 90)
far vi B b
lim li * L — f, .
Jim i, Jay(Z0,%0)
Hermed har vi igen bevist, at
fa:y(xOvyO) = fyx(x07y0)- 0

Seetningerne kan opretholdes for funktioner af flere reelle variable, idet vi blot definerer
en funktion af to reelle variable ved at fastholde alle variable pa neer to, dvs.

g(z:i, l‘j) = f(l’170, . ,:L'Z;Lo, €Ty, :L‘Z'+170, e ,l’j,170, l’j, :L‘j+1’0, e 71'n,0)-
Ovenstaende seetninger kan herefter benyttes pa g(x;, x;), hvilket forer til

o0 f 0*f

aib‘iax’j - 693]6901
For hgjere ordens blandede partielle afledede geelder folgende seetning, som vi anfgrer
uden bevis:

Saetning 3. Antag, at to blandede n’te ordens partielle afledede er fremkommet ved de
samme differentiationer, men i forskellig rackkefolge. Antag desuden, at alle?) partielle
afledede af orden mindre end n eksisterer og er kontinuerte i en omegn xg. Hvis de to
pagaldende blandede afledede eksisterer i omegnen af &g og er kontinuerte i punktet xg,
sa er de identiske.

2 Egentlig kun tilstraekkeligt mange; hvilke vil afheenge af de specifikke blandede afledede, der betragtes.
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3 Retningsafledede

Betragt en funktion af n reelle variable f : D — R, hvor D C IR” er et abent omrade.
Den retningsafledede i retningen bestemt ved enhedsvektoren u defineres ved

D’u.f($[)) — 1155% f($0 + tz;) — f(wo)

)

nar denne greenseveerdi eksisterer.

Ved at seette u =e;, 7 = 1,...,n ses umiddelbart, at
o f(®mo +te;) — f(xo)
De; f(o) = lim ¢
— tim Af(0,...,0,t,0,...,0)
t—0 t

:fxi(m()), izl,...,n.

De retningsafledede i akseretningerne er altsa identiske med de partielle afledede.

Hvis vi antager, at f er differentiabel i x¢®, kan vi benytte kaedereglen® til at udlede
et formeludtryk for D,, f(xo). Seet

g(t) = f(zo + tu) = for(t),
hvor r(t) = xg + tu, og iagttag, at D, f(xo) = ¢’(0). Differentiation af g(t) giver
g(t) = (Df) o r(t)Dr(t) = Df(ao + tw) Dr(1),
jf. keedereglen, og idet Dr(t) = u for alle ¢, bliver
g'(0) = Vf(xo) u=Vf(a) - u.
Det sggte formeludtryk er altsa
Dy f(xo) = Vf(20) - u.

Bemeerk, at
Vi(@o) - u=Vf(zo)ll [lull coso,
hvor ||u|| =1 og € er vinklen mellem V f(zo) og u.

Den retningsafledede er stgrst for § = 0 og mindst for § = m. Stgrsteveerdien og
mindsteveerdien er henholdsvis ||V f(x)|| og —||V f(2x0)]|-

Vektoren V f(x) kaldes ofte for gradienten af f. En huskeregel: Gradienten peger i den
retning, hvor funktionen vokser kraftigst.
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3)Se noten ’'Differentiabilitet’, afsnit 5 og 6.
4 Se noten "Keaedereglen for vektorfunktioner’.



