Note til calculus

Differentiabilitet

1 Funktioner af én reel variabel

Tilveekstfunktionen A f med udgangspunkt i zg er en reel funktion af tilveeksten h:

Af(h) = f(wo+h) — f(z0).

Tangent

Figur 1: Tangent, tilveekst og differential.

Differentiabilitet 1 xg:

f er differentiabel i xy < lim eksisterer.

h—0

Af(h)
h

Graenseveerdien kaldes differentialkvotienten af f i xzg og noteres f'(zg), alternativt
df /dx, hvor punktet xy er underforstaet.

Differentialet af f med udgangspunkt i g er en linezer funktion af tilvaeksten h. Som
funktionsnavn benyttes df, og funktionsveerdien saettes til

df (h) = f'(zo)h.

Betragter vi specielt den identiske afbildning g(x) = =z, bliver dg(h) = 1h = h. Vi kan
kort skrive dg(h) = dg = dx. Herved identificeres h med dx, og vi far

4

df = f'(zo)dx  eller  f'(xg) = I

Differentialkvotienten er altsa en kvotient mellem differentialer, i teelleren differentialet
af den aktuelle funktion og i neevneren differentialet af den identiske afbildning.



Note til calculus

Ekvivalent definition af differentiabilitet:
f differentiabeli xg < Ja: Af(h) = ah +e(h)h,
hvor € er en sakaldt epsilonfunktion, dvs. en funktion for hvilken der geelder }llir% e(h) =0.
—
Bemeerk, at for h # 0 geelder

Af(h) =ah+e(h)h <& afth) _ a+¢e(h),

hvoraf ses, at }LIL% Af(h)/h =a, dvs. a = f'(z).V
Sammenhaengen mellem funktionstilvaekst og differential er derfor
Af(h) = df(h) +e(h)h 2,
hvoraf ses, at df (h) kan benyttes som approksimation af A f(h) for passende sma vaerdier

af h.

Differentiabilitet i 29 medfgrer kontinuitet i x¢, idet Af(h) — 0 for h — 0, som ogsa
skrives
f(zo+h) — f(zg) for h — 0.

2 Funktioner af to reelle variable

Tilvaekstfunktionen Af med udgangspunkt i (xg,yo) er en reel funktion af tilveeksterne
h og k:
Af(h,k) = f(xzo+ h,yo + k) — f(z0,Y0)-

Tangent z Tangent til
z = f(xv yO)

Tangent til
z = f(wo,y)

Figur 2: Tangentplan, tilveekst og differential.

Y Omvendt, nar limy,_o Afh(h) eksisterer, seet a = limy, 9 AfR) og e(h) = Af _ g, hvorefter Af(h) =

h h
ah + e(h)h med g(h) — 0 for h — 0.

Pe(h)h kan ogsa noteres som o(h), idet o(h) star for et udtryk, hvorom der geelder, at
h — 0.

o(h)

T-}OfOI‘
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Differentiabilitet i (zo, yo):

er differentiabel i (zg,y0) < 3Ja,b: Af(h,k) = ah + bk +c(h,k)\/h% + k2,
f Y

hvor  lim  e(h,k) = 0. Bemeerk, at
VhZ4+k2—0

Af(h,0) = ah+e(h,0)[h] A AF(0,k) = bk + (0, k)|
Af(h,0) _ Af(,k)

= lim =a AN lim——+=
h—0 h k—0

=b.

Disse graensevaerdier kaldes henholdsvis den partielle afledede af f mht. x i (xg,yo) og
den partielle afledede af f mht. y i (9, o). Notation:

of

0
0= o) =5 A b= fylanm) = 5

dy

I de korte former 0f/0xz og Of /0y er punktet (xg,yp) underforstaet. Det er ikke muligt
i disse symboler at give en selvsteendig tolkning af taelleren og nsevneren, uden at dette
forer til modstrid. Symbolet 0f/0x, henholdsvis /9y, er altsa ét samlet symbol.

Differentialet af f med udgangspunkt i (zg,y0) er en lineser funktion af tilvacksterne h
og k. Som funktionsbetegnelse benyttes ogsa her df, dvs.

df(h7 k) = fz($0)y0)h + fy($07y0)k‘

Bemeerk, at grafen for funktionen df i (h, k, Az)-koordinatsystemet er tangentplanen til
[ 1 (@o,yo, f(xo,y0))-

Ser vi specielt pa funktionen g(z,y) = x, far vi dg(h, k) = 1h + 0k = h. Vi skriver kort
dg(h,k) = dg = dz, hvoraf h = dx. Ved at betragte g(z,y) = y far vi analogt k = dy.
Dermed har vi skrivemaden

df = fx(:EOa yO)daj + fy(a:O) yO)dyu

eller

8fd + 8—fdy

af = oz oy

hvor (zg,yo) er underforstaet.

Sammenhaengen mellem funktionstilvaekst og differential bliver

Af(h, k) = df (h, k) + e(h, k)V/h2 + k2 3.

For passende sma veerdier af afstanden vh? + k2 kan A f(h, k) approksimeres af df (h, k).

Ogsa her ses, at differentiabilitet i et punkt medfgrer kontinuitet i punktet, idet Af(h, k) —
0 for vh? + k2 — 0. Skrevet helt ud har vi

f(zo+ h,yo + k) = f(zo,y0) for VA% +k? — 0.

Ye(h, k)vVh? + k2 kan alternativt skrives o(v/h2 + k2).
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3 Afledede funktioner

Hvis f : D — R er differentiabel i alle punkter i definitionsmeengden eller i en del-
maengder af denne, definerer vi — nar f er en funktion af én reel variabel — den afledede
funktion f’(z) eller — nar f er en funktion af to reelle variable — de partielle afledede

funktioner f,(x,y) og fy(x,y).

4 En satning

For en forelagt funktion af to reelle variable kan det veere besveerligt at skulle benytte
definitionen til at afggre, om funktionen er differentiabel. Den fglgende ssetning kan
imidlertid afklare spgrgsmalet for stort set alle almindeligt forekommende funktioner.

Saetning. Huvis f, og f, eksisterer i en omegn af (xo,y0), 09 fo 09 f, er kontinuerte i
(z0,Y0), sa er f differentiabel i (xo,yo).

Bemaerk, at ssetningen kun angiver en tilstreekkelig betingelse for differentiabilitet. Der
findes (szere) funktioner, som ikke opfylder forudszetningerne, og som alligevel er diffe-
rentiable.

Bevis. Der gelder, at

Af(h,k) = f(xo+ h,yo + k) — f(x0,v0)
= f(wo + h,yo) — f(z0,90) + f(wo + h,yo + k) — f(zo + D, yo)-

Vi har lagt f(zo + h,yo) til og trukket fra igen. Pa funktionen f(zo + h,yo), som kun
afhezenger af h, kan vi benytte middelveerdissetningen. Vi far

f(xo 4+ h,yo) — f(xo,y0) = fz(§,y0)h,

hvor £ ligger mellem zy og xo + h. Ligeledes kan vi benytte middelveerdissetningen pa
funktionen f(xzo + h,yo + k) med fastholdt h, hvorved

f($0 + hayo + k) - f($0 + h7y0) = fy(fUO + hvn)ku

hvor 7 ligger mellem yg og yo + k. Vi har nu

Igen leegger vi til og trackker fra:
Af(h) k) - fi(x(h yO)h + fy(x07 yO)k
+ (f2(&90) — fe(zo,w0)) 4+ (fy(zo + h,n) — fy(@o,y0))k.

Idet (&,90) — (xo,y0) for (h,k) — (0,0) og (xo + h,n) — (zo,y0) for (h,k) — (0,0),
samt at f, og f, er forudsat kontinuerte i (zo, yo), geelder

fw(é-)y(]) - fx(a:O)yO) — 0 for h — 07
fy(@o + h,n) — fy(20,90) — 0 for VA% +k* — 0.
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Begge udtryk er altsa epsilonfunktioner, dvs.

Af(h, k) = fz(xo,y0)h + fy(zo,y0)k +e1(h)h + ea(h, k)k
= fz(wo,y0)h + fy(z0,v0)k

h k
+ e1(h)——=—= +¢ —_—
<1()«/h2+k2 2 VhZ + 12
= f;v(x()vy[))h + fy(x07y0)k+€(h7 k) \% h2 + k2a

(h, k)

) Vs

hvoraf ses, at f er differentiabel i (zq, yo). O

5 Funktioner af flere reelle variable

Bade definition af differentiabilitet og ovenstédende ssetning om differentiabilitet kan
umiddelbart generaliseres til at gaelde for funktioner af n reelle variable.

Med benyttelse af vektornotation kan funktionstilvaeksten med udgangspunkt i @y og
tilveekst h skrives

Af(h) = f(zo + h) — f(o).
Differentiabilitet i xg:
f er differentiabel i ¢p < 3Ja € R": Af(h)=a-h+e(h)|h| Y.

Det indses, jf. afsnit 2, at

af .
aj:fzj(x()):aixj, ]:1,...77’1,.
De partielle afledede i &y udggr komponenterne i en vektor, som betegnes V f (udtales

nabla f), altsa
of of . 9f

vf = (%7%)76!%71)
Differentialet af f med udgangspunkt xg er
_of af of
df(h) = e (zo)h1 + Dg (xo)ho + -+ + R (o) hn
= Vf(zo) - h,

og med identifikationen h = dx og punktet xy underforstaet kan differentialet skrives

af af af
df = ——d. —d. s ——dx,
If oz, 1 + By 2 + et T
=Vf- dx.
Seetningen i afsnit 4 om differentiabilitet kan her formuleres saledes: Hvis fr,, fzq,-- - fz,

eksisterer i en omegn af xg og er kontinuerte i xg, sa er f differentiabel i xq.

Det ses umiddelbart, at differentiabilitet i ¢y medfgrer kontinuitet i .

4 Alternativt o(||h|)) for e(h)||h]|.
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6 Vektorfunktioner

Betragt en vektorfunktion med m komponentfunktioner, F' = (fi, fo, ..., fm), hvor alle
komponentfunktionerne er funktioner af n relle variable.

F er differentiabel i ¢y < JA € R™": AF(h) = Ah+ E(h)|h]|.

Her er £(h) en vektorfunktion, for hvilken der gaelder £(h) — 0 for h — 0.
Det folger, jf. afsnit 5, at

of o
alj—aTjj t1=1,....m, j5=1,...,n,
dvs. A er Jacobimatricen

of oh O

ox1  Oxg oz,

DF: 81171 8332 axn

O O Ofn

L Ox1  Ozo Oxy, .

hgrende til F' udregnet i punktet xg. Bemeerk, at vektorerne V f;, ¢ = 1,...,n, indgar i
Jacobimatricen som rakkevektorer.

Vektorfunktionen F er differentiabel, nar alle komponentfunktionerne er differentiable.
Differentialet af F' kan med benyttelse af Jacobimatricen for F' udtrykkes
dF(h) = DF(x¢) h,

hvor dF'(h) og h skal opfattes som sgjlevektorer. Med punktet @y underforstaet, og med
tilveeksten h identificeret med differentialet da af den identiske afbildning i R™, kan
differentialet af F' kort skrives

dF = DF dzx.

Ogsa for vektorfunktioner ses, at differentiabilitet i &g medfgrer kontinuitet i xg.

7 Funktionsklasser

Det kan ofte vaere hensigtsmeessigt kort at kunne udtrykke, at en funktion af flere reelle
variable er differentiabel med kontinuerte partielle afledede i et omrade D. Vi indfgrer
derfor klassebetegnelsen C1(D) for funktioner med disse egenskaber. Den korte notation
bliver f € CY(D).

Betegnelsen C°(D) star for klassen af funktioner, der er kontinuerte i omradet D.

Generelt benytter vi betegnelsen C"(D) for klassen af funktioner, der er n gange diffe-
rentiable med kontinuerte partielle afledede af n’te orden i omradet D.
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