Note til calculus

Variabelskift i plan- og rumintegraler

1 Jacobideterminanter

Betragt F': D — R™, hvor F = (f1,..., fm) € CY(D), D S R".
Ifi

De partielle afledede —,i=1,...,m, j =1,...,n, kan naturligt arrangeres i en m xn
Ty
matrix, den sakaldte Jacobimatrix.

Nar m = n, bliver Jacobimatricen kvadratisk. Den tilhgrende determinant kaldes Jaco-

bideterminanten og noteres J(z1,...,z,) eller M Vi har altsa
8(1‘1,.. . ,.C[:n)
oh oh oh
O0x1 Oxs Oz,
J(l’l,. ..,.%'n) = 8.731 3:U2 o 8:Un
Oy 0f O
O0xr1 Ox1 =~ Oz,
Nar F er enentydig, kan en invers afbildning F~! bestemmes. Endvidere nar J(z1, ..., z,) #

0, geelder om Jacobideterminanterne for F og F~!, at

1

- P — . . ~:1“'
Jp(xl,...,xn)’ Yi fl(w“ 7$n)7 ? R , N

Jp-1(Y1, -y Yn) =

eller med den alternative skrivemade

OWY1s--y Yn)

n) O(T1,..., Tn)
8(1'1, R xn)

=1.
(yla"'ayn)

0
0
Eksempel. Skift fra rektangulaere til poleere koordinater.
FiRA{0.0) 5B, (n0) = (V5 arctan )
r Y
2 9 )

2 2 2 2 x

@y2)E @) VY

5172+y2 $2+y2

UBetegnelsen arctan daekker over flere funktionsgrene. Fortegnskombinationen af z og y bestemmer,
hvilken gren der benyttes.
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Inverst koordinatskifte:

F~1: 0; oo x [0; 27[— R?,  (x,y) = (rcosf, rsinb)

J(r, 0) = Cf)sa —rsing =rcos’f +rsinf =r
sinf rcos6
1 1
Kontrol : J(z,y) J(r, ) = ———=r=-r=1

V2 + 12 r
Eksempel. Skift fra rektangulaere til sfaeriske koordinater.

F: R3*\ {(0,0,2)|z € R} — R3,

(p,,0) = 22 + y? + 22, arccos ﬁ, arctan 2 2)
v VA ety

Her er det regneteknisk det enkleste forst at bestemme Jacobideterminanten hgrende til
det inverse koordinatskifte:

F~1: ]0; oo x ]0; m[ x [0; 27[ — R3,
(z,y,2) = (psinpcosh, psinpsinf, pcosy),

sinpcosf pcospcos —psinpsind

J(p,¢,0) = | sinpsin® pcospsind psinpcosd | = ... = p*sinep,
cos ¢ —psinp 0
hvorefter
1 1 1 1
J(z,y,2) =

J(p,p,0)  p*sing  (psing)p /22 42\ a2 + P + 22
Eksempel. Betragt den linezre transformation F': R™ — R", F(z) = Az. Idet ng; =

aij, i, =1, ..., m, har vi umiddelbart J(Z) = det A, og for den inverse transformation
FL:R"— R", F1(y) = A7y, far vi J(g) = det A~ L.

2 Variabelskift i planintegraler
Betragt

/Df(x,y) dA samt G = (g1,92): D — R?, (u,v) = (g1(x,9), g2(x,y)),

hvor G er enentydig. Der gaelder

/f(ac,y)dAmy:/ oG, 0) | (1, )] dAue.
D G(D)

Bemsark, at det er den numeriske veerdi af Jacobideterminanten hgrende til den inverse
afbildning, som indgar i formlen.

2)Se fodnote 1.
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Eksempel.

o) 1 22 2 e} 1 22 o0 1 2
</ e_2dx> —/ -5 dm/ e_dey
—co V2T _ 27
1/ /
27
/ |r|drd9
277[ 3] =1
27r 0

Eksempel. Inertimomentet mht. (0,0) af et plant omrade A
D med densitet 1 beligggende i fgrste kvadrant mellem hy-
perblerne zy =1, xy = 3,

22—y =1oga?—y?> =4

I = / (2? + %) dA
D

Seet u = xy og v = x? — y? , hvorefter

J(z,y) = y —2y2—2x2:—2(ac2—|—y2).

2r -2y -
Bemaeerk, at
(2% +12)? = (22 — ?)? + 422y® = 0* + 4 = 22+ % = V2 + 02,

hvorefter
J(u,v) = 1 = 1 = — !
’ J(x,y)  —2(2 +y?) oVauZ + 02’

og dermed at

Io—//\/m

dvdu:%(3—1)(4—1):3.

24/ 4u2 + 02

3 Variabelskift i rumintegraler

Betragt
/ fla,y,2)dV samt G =(g1,92,95) : D = R’
D

(’LL,U,’LU) = (91($,y,2), 92($,y,2), 93(mayaz))7

hvor G er enentydig. Der geelder

/ f(z,y,2)dVyy. = / fo Gil(u,v,w) | Ja-1(u, v, w)| dViypw-
D G(D)

v
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Eksempel. Inertimomentet om z-aksen af en kugle K med radius a og densitet 1 er
I = [} (2% +y*) dV. Ved skift til sfeeriske koordinater far vi

2m
I, —/ / / p?sin go’p Slng@’dpdgpd@-%r/ / ptsin® p dp dyp

87ra

=27 fcos (p — CoS p— =
3 oL9]o 15
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