Note til calculus

Ekstremumsbestemmelse

1 Funktioner af én reel variabel

Lad f vaere en to gange differentiabel funktion med kontinuert anden afledede. Taylors
graenseformel med n = 2:

AF(R) = F'(zoh+ 5 f" (202 + o(1?),

hvor o(h?)/h? — 0 for h — 0. Det approksimerende polynomium af hgjst anden grad
fremstiller en parabel med ligningen

Ay = ['(eo)h + 5" (o).

I et punkt med vandret tangent er f'(xg) = 0, og ligningen forenkles til

1
Ay = §f//($0)h2,
som for f”(x¢) # 0 fremstiller en parabel med toppunkt i (zg, f(x0)).
Det er nu klart, at

f"(z0) >0 = f har lokalt minimum,
f"(z0) <0 = f har lokalt maksimum.

Nar f”(zo) = 0, kan den sadvanlige fortegnsundersggelse af f/(x) benyttes til at afggre,
om der er lokalt ekstemum eller vendepunkt i zg.

Bestemmelse af vaerdien af den anden afledede i et punkt med vandret tangent udggr i
de fleste tilfeelde et alternativ til fortegnsundersggelse af f’(x).

2 Funktioner af to reelle variable

Lad f veere en to gange differentiabel funktion med kontinuerte partielle anden ordens
afledede. Taylors graenseformel for funktioner af to reelle variable med n = 2:

Af(h,k) = fz(zo,y0)h + fy(xo0,y0)k

1
+ 5 (fxx(x07y0)h2 + 2f$y(m07y0)hk + fyy(x07y0)k2) + 0(h2 + k2)7
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hvor o(h? + k?)/(h? + k?) — 0 for vh2 + k? — 0. Ligningen for den oskulerende para-
boloide i punktet (xg, yo, f(xo,yo)) er derfor

Az = fo(x0,y0)h + fy(z0,y0)k + % (foa(z0, Y0)B® + 2 fay (0, Yo )Rk + fyy(z0,y0)k?) -

I et kritisk punkt med vandret tangentplan er f,(xo,%0) = fy(x0,%0) = 0, og ligningen
bliver

1
Az = 5 (fm(l“o,yo)hQ + 2f:vy(x0’y0)hk + fyy(xo,yo)kQ) ’

Vi indfgrer de forkortede betegnelser

A= f:v:v(xo,yO)a B = f:vy(anyO)a C= fyy(anyO)a

hvorefter 1
Az =5 (AR® + 2Bhk + CE?).

For A # 0 og med benyttelse af hjeelpestgrrelsen D = AC — B? kan Az omformes til
1 B N2 D,
Az = §A<<h+zk> + 5k )

Hvis A =0, men C # 0, saettes C uden for parentes i stedet for A. Hvis A = C =0, se
nedenfor. En forenkling fas ved at indfgre koordinatskiftet

B VD]
hi =h+ —k ki =—~——k
1 + A Y 1 |A| )
og ved hjalp af fortegnsfunktionen sgn (laeses signum), der defineres ved

1 forD>0
sgnD = ,
-1 forD<O0

kan vi skille D i fortegn og numerisk veerdi, dvs. D = sgnD |D|. Samlet far vi
1
Az = EA(h% + sgnD k%)

Bemeerk, at en ngdvendig betingelse for D > 0 er, at A og C har samme fortegn. Det
kan nu aflaeeses, at

D >0 = den oskulerende paraboloide er elliptisk,
D <0 = den oskulerende paraboloide er hyperbolsk.

Nar paraboloiden er elliptisk, afggres konveksiteten af A’s (eller C’s) fortegn. Konveks,
dvs. aben opad, nar A > 0, konkav, dvs. aben nedad, nar A < 0.

Nar A=C =0 og B # 0, bliver Az = Bhk, som fremstiller en hyperbolsk paraboloide.
Udregning giver D = —B? < 0, dvs. tilfaeldet falder med ind under reglen om D’s fortegn
formuleret ovenover.
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Nar A#0og B=C =0, bliver Az = %AhQ, som fremstiller en parabolsk cylinderflade.
Analogt nar A = B =0 og C # 0. I begge tilfeelde er D = 0.

Endelig nar A = B = C =0, bliver Az = 0, og den oskulerende paraboloide udarter til
en plan. Ogsa her er D = 0.

Vi kan nu opsummere:

D > 0: Elliptisk punkt, A > 0: f har lokalt minimum.
A < 0: f har lokalt maksimum.

D < 0: Hyperbolsk punkt, f har sadelpunkt.

D = 0: Parabolsk punkt eller planpunkt, yderligere undersggelse ngdvendig for
at afggre, om der er lokalt ekstremum i punktet.

Bemeerk, at nar D = 0, kan det forekomme, at f hverken har lokalt ekstremum eller
sadelpunkt.
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