Note til calculus

Om formler for cirkulzere funktioner

I Kompendium i calculus er der pa side 4 angivet en rackke formler for cirkuleere funk-
tioner. Her fglger nogle overvejelser om fremkomst og udveelgelse af formlerne.

Forst en oversigt over diverse formler for cirkulsere funktioner med angivelse af gyldig-

hedsinterval:
. x
arcsin x = arctan —, -l<z<1 (1)
V1—a?
. x
arctan x = arcsin —— —00<x <00 (2)

arccos r = arctan ———, 0<z<1 (3)
x
t ! 0<z< (4)
arctan & = arccos ———, <z <oo
V1422
t L in 2 1<z<1 (5)
rctanz = — arcsin —— —
arctanz = 5 arcs 1 <z<
¢ L L—a” 0<a< (6)
arctanx = — arccos —— x < 00
2 1+ 2%’ -

Kommentarer til formlernes anvendelighed:

e (1) og (2) har fuldt gyldighedsinterval.
e (3) kan erstattes af
™ . ™ x
arccosx = — —arcsinz = — — arctan ———, —1<uz <1,
2 2 1 — 2
som har fuldt gyldighedsinterval.

e (4) og (6) omhandler begge arctan udtrykt ved arccos. Den simpleste form med fuldt
gyldighedsinterval fremkommer ved at “reparere” pa (6):

1— a2 {—i— for0<z <0

1
arctan r = +— arccos —,
2 1+ 22

— for —c0o<z<0



Note til calculus

o (5) er deekket ind af (2) og sadan set “overfladig” (ligesom den eendrede (6) gor (4)
“overflgdig”).

For de seerligt matematikinteresserede kommer her en grundig udledning/begrundelse
for de angivne gyldighedsintervaller:

(1) Der geelder, at

) . -1<z<1
y =arcsinz <& x =siny, . -
—5Sy<3
og at
sin sin m s
tany = y_ Y , —<y< =
cosy 1 —sin’y 2
4
siny m U
y = arctan , —<y< =
1 —sin’y 2 2
¢ T
arcsin x = arctan ——, —-l<zx<l1
V1—a2?
s
z1
_z
—1 12 !
‘ T
1 2
_z
T 2
Figur 1: Grafen for arcsinz, —1 <z < 1. Figur 2: Grafen for tanx, —5 <z < 5
(2) Det ses, at
1‘ X
X 1+ZB2
T = = = 2.
V1422 \/1—%2 \/1 \/ 1
1—|—x2 1422

Indsat i (1) far vi

arctan r = arcsin , —oo<1x<oo.
1+ 22

(3) Der geelder, at

Y = arccosx = T = COS Y, {
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og at
. siny /1 —cos?y 0<y<7Z
any = = ,
Y Ccos Y Cos Yy 72r<y§71
I
\/1 — cos?
arctaniy, 0<y<3
cosy
y= \/172
W+arctanﬂ, s<y<m
cosy
I
( )
T 4+ arctan , —1<x<0
arccos r =
1 — 22
arctan , O<z<1
\
T
: T
2 T
2
_+—
-1 1
Figur 3: Grafen for arccosz, —1 < x < 1. Figur 4: Grafen for tanz, 0 < x < 7.

(4) Det ses, at

1 1 2
1 N V1—a? T+a? T+a2

T =t = = = +|z| = x.
V1 2 x /1 /1
T + 1422 + 1422

Indsat i (3) far vi, at

-1
arccos ————m, —oo<x <0
V14 22
arctan x =
arccos —, 0<z <@
V1 + 22

(5) Der geelder, at

Y —o0 < T <0
y =2arctanz <& <z =tanZ,

—T<y<m
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og at
) 2tan 4
smy:m, —T<y<m
I
( . 2tan? i
_w—arC81n1+tan2%, —7T<y<—§
2tan & - i
Y= arcsm1 tan2%’ -5 <y<3g
7T—au1rcsinM I<y<m
{ 1+tan?4’ 2~
I
1 . 2
§<—ﬂ—arcs1n1+x2>, —oco<x<—1
arctanz = larcsinz—x —-1<z<1
2 1+ 22’ -7
1 . 2x
§<7T—arcsmm>, 1<z <
+1
3 7
+-1

Figur 5: Grafen for sinz, —7 < z < 7.

(6) Der gaelder, at

-0 <r <o
y=2arctanz < x:tany,
2 —T<y<m
og at
1 — tan? ¥ _
cosy = BR —r<y<m7
1—|—tan 5
¢
y::l:arccosl_taHQ% + o for0sy<m
tan? 4’ — for —mr<y<0
¢
1 1— 22 + for0<z<
arctanz = £ arccos —,
1+x — for —co<y <0
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Formel for arctan %:

Altsa er

1
arctan — =

Figur 6: Grafen for cosx, —m < x < 7.

y = arctan —,
0<z <o

1 —oo<zr<0
T

1 -5 <y<0
— =tany,
x 0<y<3

-5 <y<0
T = coty, 0<y<™
2

{arccotx —m, —oco<x<0

arccot x, 0<a<oo

s
5 —arctanz,

{%—arctanx—ﬂ', —oo <z <0
y:

0<x<oo

x 5 — arctanz, 0<z<oo

{—% —arctanz, —oco<x <0
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